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Riassunto 


Si discute la nozione di dominio di John, uniforme e non tangenzialmente accessibile . 
in uno spazio di Carnot-Carathéodory. 


Abstract 


We study the notion of John, uniform, and non tangentially accessible domain in 
a Carnot-Caratéodory space. 
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In questo seminario esponiamo dei risultati ottenuti in collaborazione con Roberto 
Monti (Berna). | 
Partiamo da un paio di problemi classici della teoria delle funzioni di Sobolev. 


1. Se D CR" è un dominio limitato, ci si domanda per quali p, q vale la seguente 
disuguaglianza di (9, p) Poincaré 


pu(z) = uni) de <0( | [vula)Par)”, uec4D. 
D D 


Qui up = TDI Ji p è la media di w rispetto alla misura di Lebesgue. Nel caso 
di domini con la proprietà del cono interno, è noto che, fissato un p € [1,n) la 
(1) vale per ogni g positivo che soddisfi q < #3. 1 Questo è essenzialmente 
contenuto nei lavori di Sobolev e della scuola russa. Il problema di determinare, 
assegnato un dominio D, la validità della (1) è molto studiato in letteratura. In 
generale, se D ha bordo che è localmente grafico di una funzione continua si può 
asserire soltanto che (1) vale solo per p = q (cosa che peraltro è sufficiente (con 
p=q= 2) ad assicurare una stima da sotto a priori del primo autovalore non 
banale del laplaciano con dato di Neumann). 


Le risposte più recenti (e più pertinenti al contesto di questa esposizione) al 
problema sono contenute nei lavori di Besov [Be], Martio [M] e Bojarski [B] dove 
vengono introdotte delle condizioni di cono twisted o condizioni di John. In 
questi lavori è provato che se D è un dominio di John, allora vale (1) per ogni 
q < pn/(n — p). Per lo studio del caso “cuspidale” in cui (1) vale con esponente 
q < p*, menzioniamo anche i lavori [SS], [HK2], [KOT] e la monografia [MP]. 


Definizione 1 2 Cc R” è di John se esiste un punto T € A tale che per ogni 
x € © si può trovare una curva rettificabile e continua tale che y(0) = x, Y(1)= È 
e 


dist(Y(t), 90) > Alunghezza(Ylo,a), Vt € [0,1]. 


2. Un altro problema classico della teoria della funzioni di Sobolev è quello dell’ 
estensione, che si formula nei termini seguenti. Indichiamo con W!?(D), 1 < 
p < co, lo spazio di Sobolev delle funzioni il cui gradiente distribuzionale in D è 
in L?(D). Per quali domini esiste un “operatore di estensione” 


E :W!2(D) + W!2(R") 


continuo e tale che £u = u quasi dappertutto su D? Un risultato di Calderén 
asserisce che questo è vero per ogni dominio con frontiera lipshitziana (si veda 
la classica monografia [S]). Più recentemente Jones [Jon] ha provato che questo 
è vero per una classe di aperti molto più ampia. Quella dei domini uniformi. 


‘Si vede con facili esempi che non può valere per q più grande. Inoltre per la disuguaglianza di 
Holder, se vale (9g, p)—Poincaré allora vale (r, p)—Poincaré per ogni r < q. 


70 


Definizione 2 Q C R" è uniforme se per ogni coppia di punti r,y € O si può 
’ trovare una curva rettificabile e continua tale che y(0) = 2, Y(1)=ye 


dist(Y(t), 00) > A min {lunghezza(Y]t,g), lunghezza(y|p,y)}, Vt e [0,1]. 


La nozione di dominio uniforme è molto simile a quella di dominio non tangenzialmente 
accessibile (dominio NTA) utilizzata da Jerison e Kenig [JK] per generalizzare varie 
proprietà classiche riguardanti il comportamento al bordo delle funzioni armoniche 
non negative. La nozione di dominio NTA è decisamente più tecnica e qui non la 
descriveremo in dettaglio. 


Osserviamo esplicitamente che le definizioni di dominio di John e di dominio uni- 
forme hanno senso per aperti in un qualsiasi spazio metrico (le nozioni coinvolte - 
distanza e lunghezza di una curva — sono puramente metriche). 


Famiglie di campi vettoriali. Risultati generali 


Qui consideriamo una famiglia di campi vettoriali X1, X2,... Xn Kj = Vi1 dig (2) i 
Nello studio delle proprietà dell’operatore differenziale del secondo ordine diet X? è 
naturale utilizzare la (semi)norma Sobolev 


ni si m 1/p 
lle =D ( / 1x;uPde) 


j=1 


e la distanza di controllo d(x,y) su R". La distanza di controllo si definisce come segue 
(si veda [FL1] e [FP]): diciamo che una curva % : [0,7] + R" è subunitaria se soddisfa 
(1) = Yi2165(t)X;(1(t)), con j=16;(t)? < 1, per quasi ogni t € [0,7]. La distanza 
di controllo è definita come segue: 
d(x,y) = inf {T > 0: esiste una curva subunitaria y : [0,7] + R", 
tale che  y(0)=x, vT)=y} 
Assumiamo che X1,..., Xm generino una distanza di controllo topologicamente: 
equivalente a quella euclidea e che esistano costanti C e Q positive per cui 
mis(B(zo, 2r)) < 2°mis(B(xo,r)) (H1) 
J \u(x) — us|jdx < Cr DO |K;u(x)|dx (H2) 
3 B(z0,r) 


B(r0,Cr) j=l 


per ogni palla della distanza di controllo B(xo,r) centrata in un compatto fissato e di 
raggio < ro. 
Se tutto ciò è verificato, allora la disuguaglianza (1) si generalizza come segue 


(from) <c(fvwpa)” #-22 0 
Q Q 
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a un dominio di John Q ([FLW], [GN1], Hajlasz [HK]). Inoltre, se Q è un dominio 
uniforme rispetto alla distanza di controllo, allora esiste un operatore continuo di 
estensione da W1P(0) = {u € IP(Q) : Xju e DP(Q), j=1,...,n a WxP(Qo), con 
Q c A ([VG] e [GN2]). 

Per finire, in [CG] le proprietà globali delle funzioni “armoniche” (cioè quelle che 
soddisfano Y77_, X?u = 0) non negative in ‘2 sono state studiate in [CG] e, più di 
recente, in [FF2] e [FF1]. 


Esempi concreti 
I risultati assiomatici appena citati si applicano alle seguenti situazioni: 


- La palla rispetto alla distanza di controllo è di John. 


- La palla nel gruppo di Heisenberg è un dominio uniforme ma non è NTA (si veda 
[CG] e [VG]). Questo risultato usa la conoscenza esatta della forma della palla. 


- I domini di classe C!! nel gruppo di Heisenberg che abbiano simmetria cilindrica 
vicino a ogni punto caratteristico sono NTA (si veda [CG]. 


- Dal punto di vista della teoria del potenziale, è noto che esistono domini di classe 
C°® in gruppi omogenei che hanno punti non regolari per il problema di Dirichlet 
[HH]. D’altra parte i domini C*! sopra detti sono regolari per il problema di 
Dirichlet (grazie al criterio-di Wiener provato in [NS]). 


- Proprietà di doubling della misura armonica sono state studiate rispetto a certe 
famiglie di campi di Hòrmander e nello spazio di Grushin (si veda [FF1] e [FF2]). 


Il lavoro di ricerca che presentiamo è dedicato all’arricchimento di queste classi di 
esempi. 


Il gruppo di Heisenberg. 


Modelli interessanti di campi vettoriali sono dati dai campi invarianti a sinistra sui 
gruppi nilpotenti. 2 Consideriamo i due campi in R° 


1 1 
Xx= dh — 3120; © Xa= 02 + 3r1da. 


Nel lavoro [CG] si prova che se un dominio ha simmetria radiale attorno a ogni 
punto caratteristico, allora è NTA. L'ipotesi di simmetria radiale significa che se il 
dominio si scrive localmente nella forma 3 > (1, 72), con g(0,0) = 0e Vg(0,0) = 0, 
allora la funzione deve essere necessariamente del tipo 9 = 9(rî + 2). In [MM7] si 
prova che questa ipotesi si può rimuovere e che 


to _— rricrecrcone slrio 
2Sì veda [Bo] per uno studio sistematico di questa nozione. 
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Teorema 1 / domini di classe C*! nel gruppo di Heisenberg sono uniformi (in effetti 
anche NTA). ” i 


Il risultato vale in generale per campi invarianti a sinistra su gruppi omogenei di 
passo 2. 3 


Gruppi omogenei di passo più alto. ; 


Qui descriviamo un esempio di famiglia di campi vettoriali in R4 in cui il problema di 
detereminare domini regolari in qualche senso è ancora aperto. Osserviamo che nella 
letteratura presente non esistono esempi espliciti di domini uniformi o non tangen- 
zialmente accessibili e nemmeno di John in un setting diverso da quello dei gruppi di 
passo 2. Questa è stata la motivazione dei lavori.[MM7] e [MM3]. 

Consideriamo in R* i campi ” 


1 1 
X1=0d — 3720: + 91(7)d, X2= 0, + 3710: + 92(2)d, 


Si può verificare che con una opportuna scelta delle funzioni Q = Q(21,72,23) e 


3Un gruppo omogeneo di passo 2 è la cosa seguente: scriviamo R" = RR" x RI. - Scriviamo 
x = (2’,2"). Supponiamo di avere delle matrici B®+1!,...,B" costanti, quadrate m x m, reali e 
antisimmetriche. Si verifica che l'operazione binaria su R" 


m n 
T-y= Yz; + yj}ej + >. {z;+ Yi + 3(Biz',y/)}e; 


$=1 j=m+1 


definisce una struttura di gruppo di Lie e che, se j < m, i campi 


m 
X;= 9; + : YO Bi; 


i>mr=l - 


sono invarianti a sinistra rispetto alla legge assegnata. Scriviamo ora A= {(r,s):1<r<s <m} 
assumiamo anche che la trasformazione lineare 


R(m-1)/2 E) (Ar,5)(r,)cA uz $; Bi.,A,s6; € R° 
j=m+1 


sia suriettiva, allora i campi X;, j = 1,...,m soddisfano l'ipotesi di Hòrmander e il gruppo (R", +) si 
chiama usualmente gruppo omogeneo di passo 2. Se in più (eventualmente aggiustando la scelta della 
base e;) si verifica che: (i) (B')? = —Im perognij=m+1,...,n (> m pari); (ii) BiBi = — pipi 
per ogni î # j, il gruppo si chiama di tipo Heisenberg. Scritta (2’,2") 4 (Uz',”) = Tu(2',7"), 
U € O(m), il “laplaciano” commuta con Ty e ha la forma 


m n 
1 
Dxf=A4'+ VD (25 B'V)9:+ gl 1P4”. 


j=1 i=m+1 
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9, = 92(11,12,%3) ‘ i campi sono i generatori di un’algebra di Lie di dimensione 4 e di 
. passo 3.5 I campi X e X7 sono invarianti a sinistra sul gruppo di Lie (R‘,0) dove o è 
un'operazione del tipo 


r-y=(c1+Y1,22+Y2,T3+ Y3+Q3(21,T2,Y1 92); 
La + ya + Qua(71, 12 T31Y1Y2:43)) 


e le funzioni Q;(7,y) hanno una forma complicata ma esplicita (si veda [MM2]). 
Nel contesto ora inquadrato abbiamo i risultati seguenti: 


Teorema 2 Se un dominio Q = {®(x1, 2,3, 4) > 0} è sufficientemente regolare ° 
e soddisfa 


|X?0(2)] +1X30(2)] + I(X1X2 + X2X1)®(2)] 


S (1X1®(2)]!!? + |X29(2)]"!2 + |X3®(2)]). N 


allora è un dominio di John rispetto alla distanza di controllo. 


Si prova che, che se valgono le ipotesi del teorema appena enunciato, allora sono 
soddisfatte le condizioni del criterio di Wiener (si veda [NS]). Quindi Q è anche un 
insieme regolare per la Teoria del Potenziale. 

Osserviamo che se Q2 si scrive nella forma 4 > f(21,T2, 3), f(0)=0, Vf(0)=0, 
allora la richiesta (4) implica che sia = l 


lo(c1, ca, ca) $ (1211 + cal + 123119)? 


E' ovvio che questa richiesta non è assicurata dalla regolarità euclidea. 

In [MM2] si prova con un esempio che la classe dei domini per cui vale (4) è non 
vuota. : i 
La condizione sembra precisa, anche in vista della seguente condizione necessaria: 


Teorema 3 Se Q vicino all’origine ha la forma x4 > f(c1,t2, 13) con f(0)=0 e 
\f(&x 2; 2a) £ (lm + 72] + 1231/29)" 


per qualche y > 3 (maggiore stretto), allora la disuguaglianza di (p*,p)— Poincaré è 
falsa in Q (in particolare £ non è di John). 
(OR ana 


4Per esempio si può scegliere 


1 1 
q(71,12; 3) = {Ti (m2 +az3) + 3%} i 


1 a 
q2(71,T2:T3) = {ei + ar1T2) — 373} 


SLe relazioni di commutazione sono precisamente [X1,X2] = X3; [X1,X3]= X4; [X2,X3] = aXa, 
mentre tutti gli altri commutatori si annullano. 

6Più precisamente, se, qualora lo si scriva localmente attorno all'origine come grafico di tipo 
ta > f(x1,72,73), Vf(0,0,0) = 0, allora la funzione f, abbia attorno all’ origine nel gruppo di 
Heisenberg derivate seconde lungo i campi X1 € Xx lipschitziane (classe 1?! di Folland) 
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Questo teorema prova due fatti sorprendenti: 


(i) se un dominio Q localmente coincide attorno all’origine con il semispazio x4 > 0, 
allora la disuguaglianza (p*, p)— Poincaré (2) è falsa; 


(ii) lo stesso avviene per la palla omogenea (27 +23)°+25+x1< 1. Questo risponde 
negativamente a una congettura enunciata in [CG].. 


Il caso di campi diagonali 


Il lavoro di questa parte si riferisce a famiglie di campi del tipo X, = 0, e X, = 
A2(11)02,..., Xn = An(£1---,En-1)On. Lo studio della distanza di controllo associata 
a questi campi è contenuto in vari lavori di scuola bolognese: si veda [FL1}, [FL2], [FL3] 
e [F]. Nei lavori citati si conduce uno studio approfondito delle proprietà locali delle 
soluzioni di equazioni ellittiche degeneri associate a campi di tipo diagonale. Un primo 
risultato di tipo globale è contenuto in [FF2], dove si studia la proprietà doubling della 
misura armonica. In [MM83] proviamo i seguenti risultati. 


Teorema 4 Siano dati i campi in R? X,1= 0, € X3= |x1|°92, a > 1 e un un dominio 
O di classe C!. Assumiamo che in ogni punto (0,72) in cui il bordo di Q tocca l’asse 
x2 con tangente orizzontale, scritto localmente nella forma x2 > f(z1), con Î(0) = 2) 
e f'(0) = 0 valga la stima _ 

If(@i)l S lex] (5) 
attorno a r,=0. Allora £ è uniforme (in effetti NTA }. 


Osserviamo che la stima (5) è stata usata anche in [MM]] per provare: (i) la continuità 
dell'operatore di traccia su un opportuno spazio di Besov; (ii) il fatto che la “misura 


perimetro” sul bordo di Q dux) := (v1(2)? + z1]®®v2(2)?)/°ds(x) ? soddisfa la stima 
4(B(z,r)N99) = Len, TE0Q,0<r<ro. 


Il teorema vale anche per campi in R", con campi X} = Oi iaia di è 
Xn=|(21,...,n-1)A. Una teoria per domini “di tipo cuspidale” per questi campi 
è stata sviluppata in [FF2]. i 

Nel lavoro [MM3] abbiamo iniziato a studiare anche casi in cui le variabili de- 
generi sono più di una. In questo caso sembra necessario richiedere delle condizioni di 
schiacciamento che coinvolgano anche le derivate seconde. In [MM3] si prova quanto 
segue: 


Teorema 5 Consideriamo i campi X, = 0, X2 = |x1]°9, e X3 = \z1|f|r2|"d3. Sia 
= {r3 > f(21,22)} dove la funzione f soddisfa la stima 


Do 1X;X;f(21y22) S{ YO 1X;f(21,22)] 
j=1 


i,j=1 


PO, steli © 


Allora Q è NTA in un intorno dell’origine. 


"ds è la misura di lunghezza euclidea su 80 e v è la normale su 99 
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Si riconosce, usando la disuguaglianza di Gronwall, che l’ipotesi (6) è in sostanza 
equivalente alla seguente “stima di oscillazione”. Dividiamo x = (xi, 12, 13) = (2, 23) 
e indichiamo con B;(x',r) la palla nel piano (1, 72) rispetto alla metrica enerata dai 
campi X; e X2. Allora (6) equivale a 


osc(X;f; Ba(2',7)) £ r(1X1f(2°)] + 1X2f (29) +7)*7* 


Integrando la stima appena scritta su una curva subunitaria si ottiene come sotto- 
prodotto la condizione seguente su f. 


ose(f; Ba(2',7)) < r(1X1f(2)] + 1X2f(@M) + 784%. 
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